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1.3 Propriétés algébriques des nombres complexes

Résolution d’équations dans C
On utilise les mémes principes d’équivalence que dans R.

Degré 1
On isole z dans un membre de I’équation (cf. ex. 1.1.3)

Degré 2
Pour résoudre une équation du type az? + bz + ¢ = 0 avec a,b, c € C, on commence par
calculer A = b? — 4ac.

—b+ VA
Si A # 0 I'équation posséde deux solutions distinctes : 219 = 2—\/7
a
—b
Si A = 0 I’équation posséde deux solutions identiques (double) : z; = 2o = 7
a
Exemples
a) 22 9,4 5=0 b: 4-20 = —jo +O
2y = £ \- A6 2% 4N-4 _ 2 + i _ £ =D S;%JtZ\S
UL 2 7

b) 22— (2+3i)z+i—5=0

A = (2+g\\)2, 4(1-8) = b+ 21— -t +20 = IS5+ Q)
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Théoréme fondamental de ’algébre

Théoréme 4. (Théoréme fondamental de 'algébre, Karl Friedrich Gauss, 1777-1855))

Tout polyndéme de degré n € N* et a coeflicients complexes se décompose en un produit
de n polyndémes du premier degré a coefficients complexes.

Sans démonstration

Corollaire

Toute équation polynomiale de degré n € N* et a coeflicients complexes admet n solutions
distinctes ou non dans C. La somme de leur multiplicité est égale a n.

Exemples
Factoriser les polynomes suivants.

a) 22— 2245 = (2-(H2)(2- (-2)) = (%—/(-Z\j<%’/‘+2\> dans C
20108« At21 ek A2 (poa) ( PAS g&do«\Sab@ dars I cac A<®\

b) 22— (2+3)z+i—5 = (2-2-2)2+A-T) dars C

26005 1 D20 ek — A (P,Azs

Conséquences pour les polynémes a coefficients réels

Soit p(x) un polyndéme & coefficients réels.

1. Sile nombre complexe z est un zéro du polynéme p(x), son conjugué = est également
zéro de ce méme polyndme.

2. Tout polynéme p(zx) se décompose en un produit de polynémes du premier degré et
du deuxiéme degré irréductibles (& discriminant négatif).

| 3. Tout polynéme p(z) de degré impair posséde un zéro réel.

Exemples
a) Vérifier que z = 1 + 7 est un zéro de p(x) = 22° — 52% 4+ 62 — 2 puis en déduire une
factorisation dans C et dans R.
P(Mn\ = O - SN H e —2
_ g (Araia2Ee ) - 5(U42ikl) ¥ere —2
=z 5 —A
C igi -6 -2 —hoireiei-2 = OV

—p A+ esh un 2e0

e ,/I—.D A-1 esk un 280 (cmygué e 2-)
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(Cow\s 53 comme. F(x\ A d=x cpef?uejﬂ& ely eb et de d%re 2 Pomdq

Y 2210 1’82\

—p P()q = (x—/{-‘\\(x—/\%\\(% -4 = o>

2
A = SN Y X -2 dans €
- —
(>«'/\)l—~'\Z
EENCI, Sy Wy o 290 el b ii
YA+ D
G

= P = (- 212D dans R

~~

A=-Y4 <O

b) Factoriser le polynoéme ¢(z) = z* + 64 dans C et dans R.
26108 de g X+ oy

—o oxl= -6 = - =8l
- ’2 -+
: & de 8i . a4 b= 20 = ¢ A==z
(ACANGS AN 2ot - J l = 20" =8 = b= £2
200 = % o =t

> e =H242)

(BciNes AMEE de —8f or+b=8 o =2 S Xy (2, 2»
oat-o =0 b= T2
20b = =%

Om = (x 2-24)( ><+2+2\) X— 2+2\)(><+2 2\) dons €

\ }\x 2 2 (22Y

(x- 231 (=’ xZeux+y + Yy
) Kzgﬂq :2 S U Y
NGEUEN

OS(X\ o () U EE)  dans U=

On awakr aus| pi ﬁgd@'\SQ/\ dars K en uilsant s uv\é&(/\cﬂed)e@(y\ﬁéhow
Al B’L

quo = G etrey — oy = (P48 — Jex®

- (7«2+8wtl%>(7\7+8+ GR)
(A - BY A )



