
Probabilités

1. Un peu de vocabulaire

Définitions

1. Une expérience est dite aléatoire si

— son résultat est imprévisible

— on connaît avant l’expérience tous les résultats possibles (on peut donc les énu-
mérer, les dénombrer)

2. On appelle issue le résultat d’une expérience aléatoire.

3. L’ensemble de toutes les issues d’une expérience se nomme l’univers de l’expé-

rience aléatoire. On le note U .

4. Un évènement est un sous-ensemble de l’univers. Il contient les issues favorables

(qui réalisent l’évènement) d’une expérience aléatoire. On le note par une lettre ma-
juscule.

Exemple 1

Lancer un dé est une expérience aléatoire. Lorsqu’il s’immobilise il indique une issue.

L’univers de cette expérience est U =

Obtenir un nombre pair est un évènement : E =

5. Un évènement peut-être :

— impossible : s’il ne compte aucune issue, E = ∅.

— simple ou élémentaire, s’il ne contient qu’une issue favorable.

— composé, s’il contient plusieurs issues favorables.

— certain, si toutes les issues sont favorables, E = U .

left123456right issuespossibles

left246right
issues
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2. Approche intuitive de la notion de probabilité

Reprenons cette expérience aléatoire qui consiste à lancer un dé non pipé, chaque face
aura une probabilité égale de sortir (1 chance sur 6). On peut donc dire que la probabilité

d’une face est de
1

6
.

Dans cette même expérience, la probabilité d’obtenir un nombre pair est de
1

2
car il y a

3 issues favorables parmi les 6 issues possibles.

Plus généralement :

Pour calculer la probabilité qu’un évènement E se réalise lors d’une expérience aléatoire,
on calcule :

P (E) =
nombres d’issues favorables

nombres d’issues possibles

si toutes les issues sont équiprobables, c’est à dire ont toutes la même probabilité de se
réaliser.

en fait P (E) =
nombres d’éléments de E

nombres d’éléments de U
=

card(E)

card(U)
=

!(E)

!(U)

Propriétés :

1. une probabilité est comprise entre 0 et 1 : 0 ! P (E) ! 1.

2. 0 indique que l’issue est impossible et 1 qu’elle est certaine.

3. Une probabilité est notée sous forme d’un nombre, d’une fraction ou d’un pourcen-
tage.

Exemple 2

On lance simultanément deux dés de couleurs différentes et on considère les évènements
suivants :

A : "obtenir une somme de 15"

B : "obtenir une somme de 12"

C : "obtenir une somme de 8"

D : "obtenir une somme supérieur à 1"

signifie le nbred'élémentsde

Uleftleft11rightleft12rightleft13rightldotsleft21rightleft22rightldotsleft65rightleft66rightright le 36 nbred'issues
possibles

Aphi A0 c'estunévènementimpossible

Bleftleft66rightright B 1

Cleftleft26rightleft62rightleft35rightleft53rightleft44rightright C 5

D 36 s'est l'évènemententrainDU

RightarrowPleftArightfrac0360PleftBrightfrac136PleftCrightfrac536nablaleftDrightfrac36361
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Exemple 3

On dispose de 26 jetons, gravés avec les 26 lettres de l’alphabet. On tire successivement
et sans remise trois jetons.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir un mot de 3 consonnes ?

b) Quelle est la probabilité d’obtenir le mot BAC

c) Quelle est la probabilité d’obtenir le mot BAC ou l’une de ses anagrammes

Exemple 4

On tire 4 cartes dans un jeu de 36 cartes.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir 4 piques ?

b) Quelle est la probabilité d’obtenir l’as de pique ?

c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins 1 pique ?

d) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins 2 piques ?

issuespossibles A32615600
issuesfavorables A320

RightarrowfracA320A3261840cong04385cong4385 B bigtriangleupsissue fav 1cdot1cdot11

frac1A326frac115600equiv0000064cong00064

fracP3A326frac615600cong0000385cong00385

issuespossibles C43458905
issuesfavorables Cy9

RightarrowfracC45C436frac12658905cong00021cong021
issuesfavorables C11cdotC335

RightarrowfracC11cdotC335C436frac6545585050overline1muoverline1
tout aucun

Cy36C4271fracCy17C4361frac1755058905cong0702cong702
tout aucun spique

1fracCy2Cy36fracC15cdotC32Cy36cong0255cong255
cong0,702C1 cong04times7 ex4.2.1

4.2.8
sauf7
4.2.3et6
sanssuccess

ou apiques ou 3piques ou piques pluslongt

beginmatrixC29cdotC227C39cdotC127C49Cy36C436Cy36cong255endmatrix
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3. Approche mathématique de la notion de probabilité

Par analogie avec le langage ensembliste, on a les définitions et notations suivantes :

Définitions
Soit U l’univers d’une expérience aléatoire et A et B deux événements.

1. l’événement "A et B", noté A ∩ B, se réalise lorsque A et B se réalisent en même
temps.

2. l’événement "A ou B", noté A ∪B, se réalise lorsque au moins un des deux événe-
ments A ou B se réalise.

3. l’événement "non A", noté A, est l’événement complémentaire de A et se réalise
lorsque A ne se réalise pas.

4. Deux événements sont incompatibles s’ils ne peuvent pas se produire en même
temps. Dans ce cas, A ∩B = ∅

ouinclusif
AouBoulesdeux

onexclusif
soitAsoit

BBA
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Exemple 5

On choisit un nombre entre 1 et 10 au hasard et on considère les évènements suivants :
A : "obtenir un nombre pair" et B : "obtenir un nombre inférieur à 4"
Représenter cette situation en notant :

— tous les éléments dans le premier diagramme de Venn ci-dessous ;

— le nombre d’éléments de chaque plage dans le deuxième ;

— les probabilités de chaque plage dans le troisième.

P (A) =

P (A ∩B) =

P (A) =

P (A ∩B) =

P (U) =

P (B) =

P (A ∪B) =

P (B) =

P (A ∪B) =

P (∅) =

Axiomes de probabilité

Soit U l’univers d’une expérience aléatoire.
A chaque événement A, une probabilité associe un nombre réel P (A) satisfaisant les
axiomes suivants :

— P (A) ≥ 0

— P (U) = 1

— Si A et B sont incompatibles (A ∩ B = ∅)

alors P (A ∪ B) = P (A) + P (B)

4

68107
frac1101013 frac21020frac410402 21y

frac310309 35

frac510frac12 frac310

frac11c

frac110frac510frac12frac910 frac710
frac310

81

PUrightarrowleft01right
A m PleftAright

A B
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Propriétés d’une probabilité

1. Valeur de la probabilité d’un événement

0 ≤ P (A) ≤ 1

2. Probabilité de l’événement contraire

P (A) + P (A) = 1

P (A) = 1− P (A)

3. Probabilité d’une union de deux événements

Pour deux événements A et B quelconques

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Exemple 6

Dans le camping, 60% des vacanciers comprennent au moins le français, 40% au moins
l’italien, 18% au moins l’anglais, 32% au moins le français et l’italien, 12% au moins le
français et l’anglais, 8% au moins l’italien et l’anglais et 4% comprennent les trois langues.

U

A I

F

Compléter le diagramme de Venn de la situation et la probabilité qu’un vacancier com-
prenne...

a) l’anglais

b) l’anglais uniquement

c) exactement 2 de ces 3 langues

d) au moins 2 des 3 langues

e) aucune de ces 3 langues

u
LeftrightarrowPleftoverlineAright1PleftAright A

tout contraire
oud'uneréuniond'événements

Si oncalcule P AI PIBI
on compteàdouble P AMBI
C'estpourquoi ondoit lesoustraire
unefois
si év pasincompatibles

A B

sinonAMB

84

40 Y 42818 8 44 2 444
8 28

324124 20
30 100 2 4 4 8 30

PUI60 8 4

2818
404times4

302

482840 ex 4.2.10 en exple
ex 4 2.9 14 016
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4. Probabilité conditionnelle

Il arrive que la probabilité d’un événement change si l’on connaît une information supplé-
mentaire.
Par exemple, si l’on choisit un élève au hasard dans le gymnase, la probabilité qu’il suive
l’OC "Application des maths" est d’environ 2%. Si on sait que cet élève est en 3M la
probabilité qu’il suive cette OC devient plus grande (environ 11%).

Reprenons l’exemple dans lequel on choisissait un nombre entre 1 et 10 au hasard, avec
A : « obtenir un nombre pair » et B : « obtenir un nombre inférieur à 4 ».

U

A B4

8
6

10

2

1

3

5 7
9

La probabilité d’obtenir un nombre pair est P (A) =
5

10
=

1

2
.

Par contre, la probabilité d’obtenir un nombre pair sachant qu’on a obtenu un nombre

inférieur à 4 est P (A|B) =
1

3
car on a restreint l’univers à B.

Définition :

Soit A et B deux événements d’une même expérience aléatoire, la probabilité que A se

réalise sachant que B s’est réalisé se note P (A|B) et se calcule comme suit

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)
avec P (B) '= 0

Calculer P (B|A) pour l’exemple ci-dessus.

PleftBArightfracPleftAcapBrightPleftArightfrac15
probabilitéd'obtenir un nbre inférieurà 4 sachantqu'ilestpair
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Exemple 7

On lance simultanément deux dés de couleurs différentes.

Quelle est la probabilité des évènements suivants ?
A : "la somme est supérieure à 6"
B : "un des deux dés indique un 2".
C : "obtenir une somme supérieure à 6, sachant que l’un des deux dés indique un 2".
D : "un des deux dés indique un 2, sachant que la somme est supérieure à 6"

U36

A21BM

PleftArightfrac2136frac712
PleftBrightfracM36

pLAMBI frac436frac19

fracnicefrac19M36frac19cdotfrac36Mfrac4Mfrac4ufrac19712frac15cdotfrac127frac421frac421
déf

PleftCrightPleftABrightfracPleftAcapBrightPleftBright deSSij

des

PleftDrightPleftBArightfracPleftAcapBrightPleftAright oless

ex 4312789
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Théorème de multiplication

P (A ∩ B) = P (B) · P (A|B) ou P (A ∩ B) = P (A) · P (B|A)

Preuve :

Ce théorème facilite le calcul de probabilité, notamment dans le cas où les information
de la consigne sont des probabilités conditionnelles ou que l’expérience est composée de
plusieurs épreuves successives.

Exemple 8

On a les informations suivantes :

• 60% des élèves ont fait leurs devoirs.

•
2

3
des élèves qui ont fait leurs devoirs ont réussi le test surprise.

•
3

4
des élèves qui n’ont pas fait leurs devoirs n’ont pas réussi le test surprise.

On considère les évènements suivants : D :"L’élève a fait ses devoirs. " et R : " L’élève a
réussi le test surprise. "

a) Coder ces informations de manière ensembliste.

b) Calculer la probabilité que si l’on choisisse un élève au hasard,

1) il n’a pas fait ses devoirs.

2) il a fait ses devoirs et réussi le test surprise.

3) il n’a ni fait ses devoirs, ni réussi le test surprise.

4) il a réussi le test surprise.

PIAB PIAMA I PIB PIB PIAIBI PIAMBI

PIBIDemêmepour l'autreégalité

PIAMAMASA P Al PArtAr PIAzIArnAd

ou 3

PleftDright60frac35 P RIDfrac34PleftRDrightfrac23

PID 1006040 ou PleftoverlineDright1frac35frac25

PIDARI PIDIrightharpoonupPIRIDI frac35cdotfrac23frac25

PDART PIII PIRID frac25cdotfrac34frac310

7 R
On va s'aider d'un diagramme
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On peut représenter cette situation par un diagramme de Venn.

D R

ou par un diagramme en arbre

D

R

R

D

R

R

On représente toutes les issues possibles par des "chemins" définis comme une succes-
sion de "branches". Au-dessus des premières "branches", on note la probabilité de ces
"branches". Au-dessus des suivantes, ce sont des probabilités conditionnelles.
Au bout de chaque "chemin", on note la probabilité de la "feuille".

Par le théorème de multiplication on obtient que la probabilité d’une "feuille" est égale
au produit des probabilités des "branches" qui forment ce "chemin". Cette probabilité
correspond à la probabilité de l’intersection des évènements du "chemin".

Dans un arbre deux "chemins" sont toujours incompatibles. Pour calculer la probabilité
d’un événement qui est la réunion de plusieurs "chemins", on additionne les probabilités
de leur "feuille" (cf. axiomes de probabilité).

frac25frac35frac25frac15frac15 frac110cdot1frac35frac310frac110

frac310RightarrowPleftRrightfrac25frac110frac510frac12
feuilles

SbackslashIRIDI
frac35cdotfrac25frac25 PIDARIfrac23

frac35 frac13 frac35cdotfrac13frac15 PIDARI

frac25cdotfrac14frac1107 I DARfrac14frac25

PleftRDrightfrac34Δ letotaldoitêtre 1100

frac25cdotfrac3yfrac310 PIDART

PIAUBI P A PIBY

RightarrowPleftRrightfrac25frac110frac12
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Exemple 9

On considère une urne contenant 1 boule rouge, 2 boules bleues et 3 boules jaunes. On
tire 2 boules successivement.
Représenter cette situation par un diagramme en arbre.

Calculer la probabilité de l’événement

a) "Tirer une boule bleue puis une boule jaune".

b) "Tirer au moins une boule jaune".

c) "Tirer une boule bleue si la première est une boule jaune".

d) "La première était une boule jaune si la deuxième est bleue".

25 frac195B
R

35J16 frac110
nicefrac15

frac11frac115frac15RBJ
nicefrac13 15B

nicefrac35

nicefrac15R
nicefrac12

25
frac1101Ffrac15

J Btotal 1
nicefrac25 J

1

P 1ᵉB 1 251frac15

frac110frac15frac12frac810frac45
frac110frac15frac15

Pleft21B11Trightfrac25 directementdsl'arbre
cravesdéf fracPleft115cap22BrightPleft11Trightfrac1512frac15cdotfrac21frac25

Pleft1eT2aBrightfracPleft11Jcap21BrightPleft2Brightfrac15frac115frac115frac15frac15515frac15cdotfrac31frac35nicefrac13
ex 43111114151718



Probabilités - 3M -théorie 12.

Exemple 10

Supposons qu’il existe un test rapide permettant de diagnostiquer un certain virus et
qu’on observe que :

P (T |V ) = 95% = P (T |V )

où T : "La personne réagit positivement au test." et V : "La personne a le virus. "
On observe, de plus, que 1% des personnes testées avaient vraiment le virus.

a) Traduire "en français" ce que signifient P (T |V ) et P (T |V )

b) Représenter cette situation par un diagramme en arbre.

c) Calculer P (V |T ) et P (V |T )

d) Que penser de la valeur de ce test ?

Probquelapas aréagi pas_autest sachantqu'elle a levirus

Prob l nèg n'apas

00095095 PIVATI97095T

1
0101

V
fracT 000050055005

00495495P TVMA5040105 T99

_0,9g95
cdoto1g5 094059405

PIVIN
ontlevirussahantt fracPleftVwedgeTrightTleftTrightfrac095095495frac09559cong161

fracPleftoverlineVwedgeTrightPleftTrightfrac49559frac49559cong839
Il estpeu fiable avec peude personnes
malades.PITITI

pasmaladesachant

Si50 des perstestéeontvrmllevirus on obtient PleftVTrightcong95 et PITIT 5
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5. Évènements indépendants

Définition :

On dit que A et B sont indépendants si le fait de savoir que B s’est réalisé n’influence
pas la réalisation de A et réciproquement. Dans ce cas,

P (A|B) = P (A) et réciproquement P (B|A) = P (B)

Propriété : A et B sont indépendants ⇔ P (A ∩ B) = P (A) · P (B)

Exemple 11

On tire une carte d’un jeu de 36 cartes. On considère les évènements suivants :

A : "La carte est un as."

C : "La carte est un cœur."

R : "La carte est un roi."

F : "La carte est une figure (valet, dame ou roi)."

Montrer que A et C sont indépendants, mais que R et F sont dépendants.

PleftArightfracC14C136fracY36frac19
PleftCrightfrac936frac14

PleftAcapCrightfrac136 frac19cdotfrac14 Aet Csont indépendants

PleftRrightfrac436frac19

PleftFrightfrac1236frac13

PleftRcapFrightfrac436frac19neqfrac19cdotfrac13 Ret F sontindépendants

leftex441right
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6. Loi binomiale

Considérons une expérience aléatoire n’ayant que deux issues possibles, que nous appel-
lerons S :"succès" et E :"échec".

Si la probabilité d’obtenir un "succès" est de p, alors celle d’obtenir un "échec" est de
1− p, car ces deux événements sont complémentaires.

Si la probabilité p ne change pas en répétant l’épreuve plusieurs fois, on parle d’épreuves

successives indépendantes.

En effectuant n répétitions d’une telle expérience, on obtient un arbre du type : (ici n = 3)

S

S

S

E

E

S

E

E

S

S

E

E

S

E

En observant cet arbre, on constate que les "feuilles" sont en quelque sorte des mots de
n lettres, composés de k fois la lettre S et de n− k fois la lettre E.
La probabilité d’une telle "feuille" est de pk(1− p)n−k.

Si je cherche la probabilité d’obtenir k succès, peu m’importe l’ordre dans lequel les succès
et les échecs se sont passés. Il y a donc Cn

k
"feuilles" à additionner.

On trouve donc :

P (”k succès ”) = Cn

k · pk(1− p)n−k

On l’appelle la loi binomiale.

SSS p3p

1 p

p

1p

p

1p

p

1p

pSSE
p2left1prightp2left1prightSES

1pp

pleft1pright2SEE

p2left1prightpleft1pright2pleft1pright2left1pright3

ESS1p p
ESEEES

1p

EEEPlz
succès 3 p 1 pt

CE nbredemotsavec25 ordrepasimpoPar
expleIn 31des lettres
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Exemple 12

Un tireur à l’arc atteint sa cible avec une probabilité de 60%. Il tire successivement 3
flèches.

a) Quelle est la probabilité qu’il atteigne exactement deux fois la cible ?

b) Quelle est la probabilité qu’il atteigne au moins une fois la cible ?

c) Combien de flèches doit-il tirer pour que la probabilité qu’il atteigne au moins une
fois la cible soit supérieure ou égale à 99% ?

A atteindrelacible 06

AoverlineAAoverlineAAoverlineAAoverlineA

06 A
0y
o6A

0yoverlineA016
04

06

06A 0404
overlineA

06814overlineA
04

à nablaleft2Aright23cdot062cdot043cdot062cdot040432432
b au moins 1fois tout_aucune fois

10Y3 0936936

d 104n099neq109904n
Leftrightarrow00104n
backslashnlog04left001rightrangle

logleft001rightlogleft84right
Il doittirer au moins 6 flèches

ex444446


