Probabilités

1. Un peu de vocabulaire

Définitions
1. Une expérience est dite aléatoire si
— son résultat est imprévisible

— on connait avant I’expérience tous les résultats possibles (on peut donc les énu-
mérer, les dénombrer)

2. On appelle issue le résultat d'une expérience aléatoire.

3. L’ensemble de toutes les issues d'une expérience se nomme 'univers de ’expé-
rience aléatoire. On le note U.

4. Un événement est un sous-ensemble de I'univers. Il contient les issues favorables
(qui réalisent I’événement) d’une expérience aléatoire. On le note par une lettre ma-
juscule.

Exemple 1
Lancer un dé est une expérience aléatoire. Lorsqu’il s'immobilise il indique une issue.

L’univers de cette expérience est U = {}', 2,%, 4,5, 63
A i il

——J  issues possi bes

Obtenir un nombre pair est un événement : £ = {2', 4 63
—

1SSUSS Fs\so\a_ﬂa(.

5. Un événement peut-étre :
— impossible : s’il ne compte aucune issue, £ = &.
— simple ou élémentaire, s’il ne contient qu'une issue favorable.
— composé, s’il contient plusieurs issues favorables.

— certain, si toutes les issues sont favorables, £ = U.

X U.A A
U.A2
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2. Approche intuitive de la notion de probabilité

Reprenons cette expérience aléatoire qui consiste a lancer un dé non pipé, chaque face
aura une probabilité égale de sortir (1 chance sur 6). On peut donc dire que la probabilité

d’une face est de g

1
Dans cette méme expérience, la probabilité d’obtenir un nombre pair est de 5 car il y a

3 issues favorables parmi les 6 issues possibles.
Plus généralement :

Pour calculer la probabilité qu'un évéenement E se réalise lors d’une expérience aléatoire,

on calcule : ..
nombres d’issues favorables

P(FE) =
() nombres d’issues possibles

si toutes les issues sont équiprobables, c’est & dire ont toutes la méme probabilité de se
réaliser.

— signiie. le."nbove d'elements de’
nombres d’¢léments de £ card(E)  #(E)

fait P(F) = - N
en fait P(Z) nombres d’éléments de U card(U)  §(U)

Propriétés :
1. une probabilité est comprise entre 0 et 1 : 0 < P(E) < 1.
2. 0 indique que l'issue est impossible et 1 qu’elle est certaine.

3. Une probabilité est notée sous forme d’un nombre, d’une fraction ou d’'un pourcen-
tage.

Exemple 2

On lance simultanément deux dés de couleurs différentes et on considére les événements

suivants : (] - {(,(.4\ y A (3 (2,00, . (6:5) ,(6.6\3 #U - 26 = nowe dlissus

possides

A : "obtenir une somme de 15" A= ¢ A =0 clest un Svenement '\N\?os‘\\o‘e
B : "obtenir une somme de 12" B= §(6\G\} ¥B =
C : "obtenir une somme de 8"  C-= {(216\ (@), (35),(5)3) ,(M(Q\j #¥C =5
D : "obtenir une somme supérieur a 1" P = #D= 20 ey Vauenement @lain
= PlA)= =0

P®= 2,

P&y = 2

oy = == -
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Exemple 3

On dispose de 26 jetons, gravés avec les 26 lettres de I'alphabet. On tire successivement
. oo ' ’ \ oc [

et sans remise trois jetons 1 esues r)oSS\‘o\eS : A3 - S 'Goo

a) Quelle est la probabilité d’obtenir un mot de 3 consonnes? 4t SSues Xa\scj\ab\ex Aéb

Qo uo
A3 es T O\uxS & UBVST

N A5600
3
& & g
b) Quelle est la probabilité d’obtenir le mot BAC ~ # 'SSue F;o, AAA =A
_{Tc_ = —if— = 0, ©0coosH T 0) 0064,
An 1S @0

c¢) Quelle est la probabilité d’obtenir le mot BAC ou I'une de ses anagrammes

(S _ o

AL M@0

(1?2

0,0003233 & olo'5%5°/o

Exemple 4 % ‘
On tire 4 cartes dans un jeu de 36 cartes. HFSux r\)oSSi'o\eS : Cq = S& 30§
a) Quelle est la probabilité d’obtenir 4 piques? it ssues ﬁa\sg\éﬂeg . Cﬁ

_p Ce - M8 ro0u £ 0%
CE 8o

A
b) Quelle est la probabilité d’obtenir I’as de pique ?  issues Soes : (-
A S
et § ,Cu—‘: gg/kfg— = O(I = /M(;(_ c./o
C}[{C’ 58'20S
¢) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins 1 pique?  fou - ancun
g UAS

G- G Ao & L PSSO & 301 %02 %

c* cE® ¢'90%

d) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins 2 piques?  fouf - @ucun — APtquL'

a3 ~B
¢ GG s T2 %
A= C({se ce
C—~——" w~—
>~ 0)102(Q) & 6,41 of U2
_p Ll,’l.%
ow 2\3\(\\@% oL ‘B\P queg o &(P\queg (pus long)) o 7
¢3¢ r X = 955% hsg;é;ff;_

,{—
e C(—?G C®
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3. Approche mathématique de la notion de probabilité

Par analogie avec le langage ensembliste, on a les définitions et notations suivantes :

Définitions
Soit U l'univers d’une expérience aléatoire et A et B deux événements.

1. I’événement "A et B", noté AN B, se réalise lorsque A et B se réalisent en méme
temps.

2. 'événement "A ou B", noté A U B, se réalise lorsque au moins un des deux événe-
ments A ou B se réalise.

on mawsit - v
A ouBan les deux 4 5

(4 oertake)

3. Iévénement "mon A", noté A, est I’événement complémentaire de A et se réalise
lorsque A ne se réalise pas.

4. Deux événements sont incompatibles s’ils ne peuvent pas se produire en méme
temps. Dans ce cas, ANB =g

F O
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Exemple 5

On choisit un nombre entre 1 et 10 au hasard et on considére les événements suivants :
A : "obtenir un nombre pair" et B : "obtenir un nombre inférieur a 4"
Représenter cette situation en notant :

— tous les éléments dans le premier diagramme de Venn ci-dessous;;
— ‘e nombre d’éléments de chaque plage dans le deuxiéme;

— les probabilités de chaque plage dans le troisieme.

T 3 9 3

P(A)= 5 _ 4 PB) = =

A0~ 2 40
P(AnNB) = 4 P(AUB) =

PA)= s -4 P(B)= *

W= > > (B) s
P(ANB)= 2 P(AUB)= 2
AC A0

PU)= A P(@)= o

Axiomes de probabilité

| | | | Pi W—o [o]
Soit U 'univers d'une expérience aléatoire. A (R
A chaque événement A, une probabilité associe un nombre réel P(A) satisfaisant les

axiomes suivants :

— P(A) >0
— PU)=1

— Si A et B sont incompatibles (AN B = ()
alors P(AU B) = P(A) + P(B)

A ®

@@
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Propriétés d’une probabilité

1. Valeur de la probabilité d’'un événement
0<PA) <1

2. Probabilité de I’événement contraire W
PA)+P@)=1 & O(R)= 4~ WA ?ij>
&> P(A)=1-P(4) ,

“touk - onvsie.
\
3. Probabilité d’une union de deux événements Ou d'une eduniou d - «\e(ﬂ/\ew‘li\

Pour deux événements A et B quelconques
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) Si on calewle P(A\\ ¥ P(%\
on comple 2 doube /\3(7&(\3\.

A
N (e Pcmquc‘\ an dot le soustrire
une gd\g

(g{ &0 mmw\[)ah\des’ B

Shon AA‘B b

Exemple 6

Dans le camping, 60% des vacanciers comprennent au moins le francais, 40% au moins
I'italien, 18% au moins I'anglais, 32% au moins le francais et Iitalien, 12% au moins le
francais et I’anglais, 8% au moins 'italien et 'anglais et 4% comprennent les trois langues.

[ U
A3-8- 40 Y-4-28
-y 22-4
L Jo-2-4-4-8- ... =30b
~——
)

. 60-8- U-28
Compléter le diagramme de Venn de la situation et la probabilité qu’un vacancier com-
prenne...

a) l'anglais A18% d) au moins 2 des 3 langues
Yo+ 4y = YU%

b) l'anglais uniquement 2%, e) aucune de ces 3 langues  20%

c¢) exactement 2 de ces 3 langues

4+8+28= Yo7 (exM 2.0 Qu QK\Q>
oK (429/,{4—01@
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4. Probabilité conditionnelle

Il arrive que la probabilité d'un événement change si I’on connait une information supplé-
mentaire.

Par exemple, si 'on choisit un éléve au hasard dans le gymnase, la probabilité qu’il suive
I’OC "Application des maths" est d’environ 2%. Si on sait que cet éléve est en 3M la
probabilité qu’il suive cette OC devient plus grande (environ 11%).

Reprenons l'exemple dans lequel on choisissait un nombre entre 1 et 10 au hasard, avec
A : « obtenir un nombre pair » et B : « obtenir un nombre inférieur a 4 ».

U

) 1
La probabilité d’obtenir un nombre pair est P(A) = 0= 3

Par contre, la probabilité d’obtenir un nombre pair sachant qu’on a obtenu un nombre

1
inférieur & 4 est P(A|B) = gcarona restreint I'univers a B.

Définition :
Soit A et B deux événements d'une méme expérience aléatoire, la probabilité que A se
réalise sachant que B s’est réalisé se note P(A|B) et se calcule comme suit

¥) | PaB) = % avec P(B) 0

Calculer P(B|A) pour 'exemple ci-dessus.

plaIn) - TIAND - A
PA) 5

Pmba\oi%é Aobrewc uh  ubre inﬁ?él'\@ur 4 ¢ chaek qu‘i\ b Pai(.
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Exemple 7

On lance simultanément deux dés de couleurs différentes.

W=26

+

pr— r—
* * * o L * o
* * * L
* * * o * o * o
* * * * o *
* * * * o
* * L * ® *
* * L L L
* * * L
* * L * o * o
N—

* * L L * *
* * * * o
* * L L * o
pr— r— r—
* * * o * o * o
* * * L
* * * * o * o
* * * o * o * °

* * *
* * * o * o * o

Quelle est la probabilité des événements suivants ?

A : "la somme est supérieure a 6" N = 24

B : "un des deux dés indique un 2". £ R = A

C' : "obtenir une somme supérieure a 6, sachant que 'un des deux dés indique un 2".
D : "un des deux dés indique un 2, sachant que la somme est supérieure & 6"

_ U _ 3
PIAY = 4 -r
P(BYy- M
3o
Pame) - U - A
3
Yo .43 _ 4
é/ Mz S M m
PCY - DAY= PANE)
P(B) qég\; N
7T M
:{,i - ﬁ-/-l% = _L"_
= P(RIA P(ANR) _ 7 ko s 7 2

¢ (D)

e 434 /2/3 ]38/
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Théoréme de multiplication
P(ANnB)=P(B)-P(A|B) ou P(ANB)=P(A)-P(BJA)
Preuve :  o(n@)- POND) [ ey o  P(B) PRIB) = P(ANR
D)
De meme pon \auhe. éCja\l\é. s

Ce théoréme facilite le calcul de probabilité, notamment dans le cas ou les information
de la consigne sont des probabilités conditionnelles ou que 'expérience est composée de

plusieurs épreuves successives. AN A?/\pgqm\ = P(MY) P(Ag) AN PRl Auaha)-...
\_/\ﬁ
Exemple 8 cfjstere

On a les informations suivantes :

o 60% des éléves ont fait leurs devoirs. o« 36_

°3 des éléves qui ont fait leurs devoirs ont réussi le test surprise.

3 . . . . .
) 1 des éléves qui n’ont pas fait leurs devoirs n’ont pas réussi le test surprise.

On considére les événements suivants : D :"L’éléve a fait ses devoirs. " et R : " L’¢éléve a
réussi le test surprise. "

a) Coder ces informations de maniére ensembliste.

¢ YO)=co% - - PRID-2Z « P(R\D) = 2

W

b) Calculer la probabilité que si I'on choisisse un éléve au hasard,

1) il n’a pas fait ses devoirs.

PD) = AO%- 6% = @ ox PO= A-2 - %

2) il a fait ses devoirs et réussi le test surprise.

R) = “PRIDY = 2.2 - 2
P(OAR) = PO)- P(RID) 2.2- 2

3) il n’a ni fait ses devoirs, ni réussi le test surprise.

DN ) - D). 21 _ _ 3
P(BnR) = PO)-PRID) = z2.2= 3%

4) il a réussi le test surprise.

PR = 7

On v S'aider &' un d;@c\:s\amme
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On peut représenter cette situation par un diagramme de Venn.

ou par un diagramme en arbre

O \e folal deif Ere A = A0% )
= P(DAR)

On représente toutes les issues possibles par des "chemins" définis comme une succes-
sion de "branches". Au-dessus des premiéres "branches", on note la probabilité de ces
"branches". Au-dessus des suivantes, ce sont des probabilités conditionnelles.

Au bout de chaque "chemin", on note la probabilité de la "feuille".

Par le théoréme de multiplication on obtient que la probabilité d’une "feuille" est égale
au produit des probabilités des "branches" qui forment ce "chemin". Cette probabilité
correspond & la probabilité de I'intersection des événements du "chemin".

Dans un arbre deux "chemins" sont toujours incompatibles. Pour calculer la probabilité
d’un événement qui est la réunion de plusieurs "chemins", on additionne les probabilités

de leur "feuille" (cf. axiomes de probabilité). (‘P( AURY = PraV~ P(B\\

=044
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Exemple 9
On considére une urne contenant 1 boule rouge, 2 boules bleues et 3 boules jaunes. On

tire 2 boules successivement.
Représenter cette situation par un diagramme en arbre.

2ls & /1—’5

/'7/(\2 BEEaN %o

A 4

A g 2wl F
A

k\ Als R A

§ —Chk) 40

\B :51_

S

Calculer la probabilité de I’événement

a) "Tirer une boule bleue puis une boule jaune".

P(4°B 1 2°T) = i;

b) "Tirer au moins une boule jaune". A [ 4 y 4 - 8 _ M
A0S 2 do s
c¢) "Tirer une boule bleue si la premiére est une boule jaune".
Pl T = [ 2 (djredemeu‘x A ('arore)
u avec dég : (P(/'CJ_(\ ‘ch\ = JIS = ’_(_ .,é =
P 2 S 4
d) "La premiére était une boule jaune si la deuxiéme est bleue".
et | e Puesn ) _ s As 4.2 .2
?(AT]?B\= e _ AidiA 5/ =5 A 5
P(2°R) Y _AS
A2,

ox W Mz I a1Is | g ) g
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Exemple 10

Supposons qu’il existe un test rapide permettant de diagnostiquer un certain virus et
qu’on observe que :

P(T|V) = 95% = P(T|V)

ou T : "La personne réagit positivement au test." et V' : "La personne a le virus. "

On observe, de plus, que 1% des personnes testées avaient vraiment le virus.

a) Traduire "en francais" ce que signifient P(T'|V') et P(T|V)
Pob que. [ pess & rés%i pos- &u st achant qu‘e\\a ale o8

Bdo. 1 : V\Qg ok " & \(\\QP&S k

b) Représenter cette situation par un diagramme en arbre.

S

AV
. - \%O/OJ:\_ 00,0005 = 0,05%

S 0,0u8S = Y,as% =PNT)

>
550/0:()’%)_\ O\guos = 8\4\(050/::
c¢) Calculer P(V|T) et P(V|T)
PUIT) - BUNDY L 0438% _ O8S o 5 4
ont le Gtus sachant + P O\%So/“ 4,35% S19
PVIT = POM) | uss% | LSS = gaa9
p3s nelade sachant + ?(TB S ‘go/O Si3

d) Que penser de la valeur de ce test ?

Tl estr pew %&\d@ Svec  penm de personnes alades

/ S 50% des pors kdde ot ok o wus on obfient PO <% oF PVIM &5%
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5. Evénements indépendants

Définition :
On dit que A et B sont indépendants si le fait de savoir que B s’est réalisé n’influence

pas la réalisation de A et réciproquement. Dans ce cas,

P(A|B) = P(A) et réciproquement P(B|A) = P(B)

Propriété : A et B sont indépendants < P(AN B) = P(A) - P(B)

Exemple 11

On tire une carte d’un jeu de 36 cartes. On considére les événements suivants :
A : "La carte est un as."
C : "La carte est un coeur."
R : "La carte est un roi."

F : "La carte est une figure (valet, dame ou roi)."

Montrer que A et C' sont indépendants, mais que R et F' sont dépendants.

C 4 A
A= — =
PR ez T s

/
POy = A = 4.4 ¥ indé I
P(ANC) e T D Aoy L mde@@;ndamg

= Rer £ o mdéi)eudam&

[ex u.CMS
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14.

6. Lol binomiale

Considérons une expérience aléatoire n’ayant que deux issues possibles, que nous appel-

lerons S :"succés" et E :"échec".

Si la probabilité d’obtenir un "succés" est de p, alors celle d’obtenir un "échec" est de

1 — p, car ces deux événements sont complémentaires.

Si la probabilité p ne change pas en répétant ’épreuve plusieurs fois, on parle d’épreuves

successives indépendantes.

En effectuant n répétitions d’une telle expérience, on obtient un arbre du type : (icin = 3)

S SIS

)

/\

/ A-p E SSE
S
S €S
p P\E/P/
wE SEE
0 S ESS
A- S/
' / xPE ESE
E
S EES
XE/V
%E EEE

FS
1>Q (4-p>
B2 (4P

p (4 N
p* (4-p)

F(/PP\Z
pU-p©

(-py®

En observant cet arbre, on constate que les "feuilles" sont en quelque sorte des mots de

n lettres, composés de k fois la lettre S et de n — k fois la lettre E.
La probabilité d'une telle "feuille" est de p*(1 — p)"~*.

Si je cherche la probabilité d’obtenir k succés, peu m’importe 'ordre dans lequel les succeés

et les échecs se sont passés. Il y a donc €} "feuilles" a additionner.

On trouve donc :

P("k succes 7) = Cp - pF(1 — p)"*

=

On l'appelle la loi binomiale.

Par QXV\Q (0-3) Pl = i Fz(j_‘;\

de 2 lethes

C/% = “nbre de uo‘rgg@c 2 " odre pes imp:\}o«)
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Exemple 12

Un tireur a l'arc atteint sa cible avec une probabilité de 60%. Il tire successivement 3
fléches.

a) Quelle est la probabilité qu’il atteigne exactement deux fois la cible ?
b) Quelle est la probabilité qu’il atteigne au moins une fois la cible ?

¢) Combien de fleches doit-il tirer pour que la probabilité qu'il atteigne au moins une
fois la cible soit supérieure ou égale a 99% ?

0,
o R
A ~__ T 0 A

b Oy —
> oy A
O(b A
A o
Oy y(o Oy A
A
T~ % 6.8 A
oy A < —
N

O{({

A - sleindie e clde”

5) AU Mans /)fo\s & Aot - ancune f@is
o  A- oY = 0,226 = 33,6%,

n

C) A-04 = 06,28 & A-03% = o,q“
S 06,00 = oun
&) n = \QSQq (G\Oﬂ
_ loglood - 5,03
\0%(0,“4)

—» T &t her an mass @ %\@d@g.
ex wu Yy [us.6



